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Capitulo 1

El Modelo Teorico

Las ecuaciones de Navier-Stokes desde su surgimiento han sido ampliamente estudi-
adas desde diferentes puntos de vista, entre los que se encuentran el aspecto fisico y
matematico. Su importancia radica en que las aplicaciones al modelar la dindmica
de fluidos son inmensas. Ahora se presentara una deduccién tedrica de las mismas.

1.1 Las ecuaciones de Navier-Stokes

Para estudiar la dindamica de fluidos y asi plantear las ecuaciones de Navier Stokes
comenzaremos realizando algunas suposiciones. Primero, el fluido a trabajar es
Newtonianos, es decir, la viscosidad p es constate respecto de tiempo, esto es, %—‘t‘ =
0. Por otro lado, para estudiar el fluido realizaremos la formulacién Euleriana;
estudiaremos el movimiento de las parcelas de fluido a través de un plano fijo en

funcion del tiempo y el espacio.

Empezaremos definiendo el vector velocidad como

7= (u,v,§),

donde ¢ = u,q2 = v, y g3 = w son las componentes de la velocidad en z,y y
z, respectivamente. Ahora, sobre el volumen de control €2 supondremos que el
fluido cumple con la ecuacién de conservacién de masa, entonces para un fluido con
densidad p se tiene la expresién integral dada por

9 p dV + /p@, n) ds = 0. (1.1)
ot Jo P)

donde 7 es el vector normal a la superficie. Lo cual indica que el cambio en la masa
del fluido respecto al tiempo es igual a la masa transportada a través de la superficie.

Aplicando el teorema de la divergencia a (1.1),

9p

- pqdV = 0. 1.2
Qat+quV 0 (1.2)



Ya que el resultado obtenido en (1.2) se tiene para todo volumen de control €,
entonces localizacién nos garantiza que

= 1.
8t+v pq =0, (1.3)

dicha ecuacion es conocida como ecuacién de continuidad y puede re-escribirse como

dp
at—l—qVq—i—pV q=0.

Por otro lado, un requisito indispensable es que también deben cumplirse las ecua-
ciones de conservacion de momento, las cuales estan dadas por

8mq ZF

donde F son las fuerzas involucradas en el sistema. Para simplificar el problema
consideramos un cubo microscopico, sobre dicho cubo interactian fuerzas de cuerpo
y de contacto.Para la fuerza de cuerpo tenemos la fuerza por unidad de masa, la
cual denotamos como f = (f1, fa, f3); mientras que las fuerzas de contacto sobre las
paredes se con las tensiones 7; ; por unidad de area, lo que nos lleva a

3

Al mismo tiempo, tenemos que la expresiéon del lado izquierdo de ecuacién anterior
se puede expresar en la forma integral para el volumen de control

amq 0 P
=g |+ [ . (14

de donde tenemos la expresién

3
0

ofi dv+/ n‘Ti,'dV:_/indv+/ Pqi(q, M),

/Q aﬂjz_; e ot Jo 09 2.7

usando integral por partes y el teorema de la divergencia en la expresion anterior

/pfz Za Tig + 5 pq@-)+V (pgiq)) dV =0

De nueva cuenta, usando la arbitrariedad del volumen de control

3

0 0 _
—pfi — Z 8_x¢n’j + a(ﬂ%) + V- (pg:9)),

que al considerar fluidos Newtonianos las componentes de tensién estan dadas por
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Figure 1.1: Fuerzas de tensiéon
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Al sustituir, tenemos que

<p+§uV'§) 23: (ax] +(%i%)- (1.5)
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Una manera de estandarizar el problema es volver adimensional, para ello se pueden
definir la transformacién por mapeos:

= — ==, Z ==
YT L
R T
L’ L’ L
t p /
t*:_a 7p*:_7 7f*:_
L Po fo

donde:
e I/ es un volumen de referencia

e [ es una longitud de referencia

T es un tiempo de referencia
e Py es una presion de referencia

fo es una aceleracién producida por las fuerzas de cuerpo (usualmente la con-
stante gravitatoria terrestre g)

Suponiendo un fluido con viscosidad e incompresible, es decir, con densidad con-
stante (o equivalentemente V - g = 0) y usando la regla de la cadena es posible
escribir las ecuaciones de Navier-Stokes como
8u*+ ,ﬁu*_l_ L Ov* e ou* 1 1 9?p N 1 [ O*u* N 0?u* N 0?u*
u v = [ F,——t—
0z F271 d(x*)2 Re \O(x*)?  0(y*)?  0(z*)?

ot ox* oy*
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de donde tenemos las siguientes constantes adimensionales. La primera es Cp = %,
esta constante controla los términos temporales en el sistema. La segunda constante
esta definida por F, = % y se le conoce como numero de Froude, el cuadrado de
esta constante determina la razon que existe entre las fuerzas de inercia sobre las
fuerzas de campo. El tercer valor F, = % conocida como el nimero de Euler, dicho
numero representa la razon entre la presion y las fuerzas de inercia. Finalmente esta
la constante Re:% conocido como el nimero de Reynolds, la importancia de éste

radica en que puede determinar régimen laminar o turbulencia en cualquier problema

de fluidos.

o&* o&*
ST

Cr ot " B oy*

La suposiciones que haremos de nuestro fluido son las siguientes :
1. El problema bidimensional o bien puede ser modelado de esa manera.

2. La tnica fuerza del cuerpo involucrado es la gravitacion y las fuerzas de inercia
son mucho mayores que las de cuerpo, es decir, el efecto de la fuerza gravitatoria
es mucho menor que el de las fuerzas de cuerpo, de aqui tenemos que el término

1 _

3. Las fuerzas de inercia producen un efecto mucho mayor al de la presion en el
sistema, por lo tanto la constante de Euler puede ser despreciable.

4. El tiempo de referencia T no puede ser extremadamente pequeno. Por lo que,
Cr=0.

Definimos la variable @ = V x @ con la intencién de reducir la expansién de las
ecuaciones de Navier-Stokes. La expresién w se conoce como vorticidad y modela la
capacidad del fluido para realizar un giro del fluido. Usando la hipotesis de que el
problema es dos dimensional

_ ov*  ou*
“T (O’O’% - ay*)

Por otro lado se introduce la funcién de flujo 1, la cual representa las posibles curvas
sobre las cuales una particula dentro del fluido. De dicha funcién tenemos que

e %
oy’ Oz

Entonces, podemos reescribir las ecuaciones de la siguiente forma:

AY = —w
B OYow Opow| . .
Aw = Re {ay % 1 ay} = Re [u + v }



1.2 El problema de la cavidad con tapa deslizante

Consideraremos el problema de la tapa deslizante ampliamente conocido en inglés
como Lid Driven Cavity (LDC), consiste en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes,
para el flujo estable sobre el dominio rectangular D = [0, 1] x [0, 1]. Definimos

0D = {(z,y) eR* 12 =1,0 <y < 1}.

ODp ={(r,y) eR* :y=0,0<x <1}

0Dy = {(z,y) eR*:y=1,0<z <1}

ODp ={(r,y) eR?*:2=0,0<y<1}.
y@D:DLUDRUDUUDB

Para nuestro modelo estamos asumiendo que la velocidad del flujo del fluido incom-
presible cumple las siguientes condiciones:

Ylop =0, u|p, = Us, ulop\p, =0, v|ap = 0.

La siguiente figura ilustra las suposiciones descritas para el problema de la cavidad
con tapa deslizante.

w =10 =10
=10 u=_0
v=10 v=10

y
=0, wu=0, w=0
x

Este problema puede reproducirse experimentalmente en un laboratorio con el dis-
positivo dada en la Figura (1.2), en éste se tiene un recipiente tridimensional con un
fluido donde la tapa superior no es mas que una banda transportadora qie tiene con-
tacto con el fluido y la cual es movida por dos ruedas que giran en sentido antihorario.

Para nuestro modelo fisico podemos trabajar con la ¥
vorticidad en el interior en el cuadrildtero D. No ob-
stante para encontrar la vérticidad la frontera del mod-
elo 0D es necesario realizar estimaciones. Para las esti-
maciones numéricas usaremos la férmula de Jensen (Ver
[10]). Dicha férmula nos dice lo siguiente

Figure 1.2: Dispositivo
4+ 0.5y 3u fisicopara el LDC
AR Ah’

Wo



en esta formula wy es la vorticidad sobre las paredes de la caja, ¥, es la funcion en
el nodo adyacente a la pared y ¢ es el nodo adyacente al nodo ;. El valor de U
es la velocidad sobre las paredes, en nuestro caso U = 1, o bien, U = x — 2%, y Ah
es el tamano de particién; éste depende de la posicién del punto wy.



Capitulo 2

Modelo Numeérico

Consideremos la ecuacién de Poisson dada por
Au = f, (2.1)

sobre un dominio €2 = [a, b] X [a, b], donde f es una funcién conocida. Consideraremos
el esquema de diferencias finitas para la ecuacién de Poisson (2.1) cuando (2 es el
cuadrado unitario. Consideremos una malla equi-espaciada, i.e., Ax = Ay = h.
Usaremos ¢ para los indices en la direcciéon z y j para indices en la direccién y.

2.1 El Laplaciano de los 5 puntos

La aproximacion estandar de diferencias centradas a la ecuacion de Poisson a segundo
orden en las derivadas deja la siguiente formula

2 2 _
5mui7j + 5yum- = f

Consecuentemente tenemos el siguiente esquema

1
7 (Wirrj + wis1j+wij1 +uij1) = fij (2.2)

El operador de diferencias en el lado izquierdo de la ecuacion es conocido como
el Laplaciano de los cinco puntos. Usaremos el simnolo V3% para refererirnos al
Laplaciano de los 5 puntos, es decir,

Vi =6+,

2.2 El Laplaciano de los 9 puntos

Un esquema que consideraremos para aproximar la ecuacion de Poisson esté derivado
por la aproximacién

A$22712 A3122712 4
(1 + ?51) (qu + (1 + W(Sy) 6yu = f + O(A )

9



Lo cual nos da
Ay2 2\ 2 Az® 2\ 2
Ax? Ay?
— 1 2 1 2 A4
( +—12 (53,)( +—125y)f+0( )
_ {1 (A8 Ay%;)] F+0(AY.

Para nuestras consideraciones obtenemos el siguiente esquema

1 1
Vi + T2 (Ax2 + AyQ) 5§5§v =f+ ' (Ax2(5925 + Ay25§) f
Usando que la particién es equi-espaciada, el esquema anterior puede ser escrito de
la siguiente forma:

1
a(ul—i-l,m—i-l + Ut tm—1 + Vi—tmt1 + Vs m—1) (2.3)
10
+ g(ulJrl,m + Uctm + Vmg1 + Vm—1) — 3 Vm (2.4)
h2
= E(fl+1,m + ficim + fime1 + fim—1) + 8fim) (2.5)

Al operador de diferencias en el lado izquierdo es conocido como el Laplaciano de
los 9 puntos.

2.3 SOR

Ahora introduciremos la nocién de un sistema iterativo.

Definicién 1. Sea A una matriz no singular y considere el problema Ax =b. Sean
M y N dos matrices tales que M es no singular y A puede descomponerse como

A=M — N,
entonces un método iterativo basado en descomposicion es aquel dada por la sucesion

Tpe1 = M 'Nay + M~'b (2.6)

donde ¢ es una condicion inicial propuesta.

El método conocido como Jacobi se basa en descomponer la matriz A como M = D
y N = D — A donde D es una matriz diagonal. Mientras que Gauss-Seidel usa
la descomposicion de la forma M = D — Ey N = F, donde D, E y F son la
diagonal, la parte triangular inferior y la parte triangular superior de la matriz A,
respectivamente. En el caso de SOR de manera adicional se coloca un parametro de
relajacién 6, el cual define el siguiente método iterativo.

10



Definicién 2. Sea §# € Rt. El método iterativo conocido como SOR estd dado por
la descomposicion siquiente

D 1—
M= ~F, N:—99D+F

para el esquema planteado en la definicion dada en Definicion (1)

Claramente no es conveniente la aplicacién directa de la expresion en SOR, dada en
(2.6), para poder calcular xj pues es necesario el calculo de M, por lo que usualmente
se pide que M sea una matriz facil de invertir para aminorar el costo computacional,
por lo que es posible definir el SOR en el sentido siguiente

0
k k E k+1 § k

J<i J>i

donde A = (aij)i<ij<n, n € N. En clase llamabamos SOR ( successive over re-
laxation) al método iterativo dado en la Definicién (2) cuando # > 1. Si 6 <1 lo
llamabamos SUR (successive under relaxation). En la definicién dada en este libro
no distinguiremos a SOR de SUR, y nos referiremos a ellos simplemente como SOR.

Teorema 1. Sea A una matriz simétrica definida positiva. Entonces el método SOR
converge para 6 € (0,2).

También es conocido que el existe un parametro 0 el cual es 6ptimo para realizar las
iteraciones. Sin embargo, nuestros fines no requieren del mismo.

2.3.1 Implementacién de SOR al Laplaciano de los 5 puntos

Consideremos el problema de Poisson dada en (2.1). Tras aplicar SOR a la expresion
dada en (2.2) obtenmos la siguiente identiadad

1 1
up =10 (4_1 (Ufﬂ,g‘ U U U ZRefi,j>) + (1 =0)u;  (28)

0 es el parametro de relajacion y k es la k-ésima iteracién en SOR.

Una forma de entender el esquema anterior es a través del siguiente dibujo:

Para estimar el valor de la funcién u en el punto (7,j) en la iteraciéon k + 1, es
necesario conocer a u en los puntos rojos y azules. Los puntos rojos se calculan en
la iteracién k 4 1 y los puntos azules se calculan en la iteracién k.

11



2.3.2 Implementacién de SOR en el Laplaciano de los 9 pun-
tos

De nueva cuenta consideremos el problema de Poisson dado en (2.1). Podemos
representar al operador Laplaciano de 9 puntos usando el esquema de SOR; el cual
esta dado por el siguiente esquema Usando el esquema mostrado en la figura anterior
tenemos que

0
fjl = %(uf—&-l,j—&-l + u?—LjH + ufj:ll,j—l + ufjll,j—l) + (1 - e)uﬁj‘i“ (2.9)
Oh?
+ E(fi-i—l,j + fic1; + fijor + fijo1 +8fi)+ (2.10)
0 _
+ g(“?+1,j Ty g ). (2.11)

donde 0 es el parametro de relajacion.

Una forma de entender el esquema anterior es a través del siguiente dibujo:

@ (©) ()
(4:3)

@ & (©)

@ @ ()

Para estimar el valor de la funcién u en el punto (7,j) en la iteracién k + 1, es
necesario conocer a u en los puntos rojos y azules. Los puntos rojos se calculan en
la iteracion k + 1 y los puntos azules se calculan en la iteracion k.

12



Capitulo 3

Implementacion

3.1 Metodologia

Ahora, deseamos resolver el problema de la cavidad con tapa deslizante. Para hacerlo
plantearemos sobre D el problema de Navier-Stokes planteado en el primer capitulo
de la tarea, considerando, ademéas, L = 1 y valores de las unidades unitarias. Con
esto tenemos las siguientes ecuaciones acopladas:

AY = —w
Aw = Re [a—wa—w—a—d}a—w} = Re |:ua_w+va_w1 (31)

sobre D U 0D.

Resolveremos este problema numéricamente usando el problema de la cavidad us-
ando diferencias finitas; el Laplaciano de los 5 puntos y el de 9 puntos. En las
siguientes secciones especificaremos las técnicas que usaremos en cada caso.

3.1.1 Laplaciano de 5 puntos

Aproximaremos las ecuaciones en (3.1) usando el Laplaciano de los 5 puntos y SOR.
Los datos inicales que usaremos se encuentran en [8]. El SOR a resolver queda de
la siguiente forma:

k+1 k B k k k+1 k 2
vig = =B+ (Vi + Vi + O + 0 + Rhwig)
k+1 k 6 k k k+1 k 2
wi; = (1= Plwi; + 1 (Wi, + Wiy +witi; +wiy_ — h*Refi;)
donde ko k1l [ 'S |
o= k (wi+1,j wi—l,j) 4ok (wi,j—i-l wi,j—l)
ij = U g 12 Vi j 12 .

Colocamos aqui el algoritmo asociado al Pseudo-Cddigo.

(1) Entrada : wy, %o, to, Vo Y kmaz-

13



2
3

(2) Salida: Aproximacion de ¢ y w.

(3)

(4) Calcular un paso con SOR: V2yrt! = —q*
(5)

(6)

mientras k < k,,,,, hacer

5

Calcular con diferencias centradas u**1 y v*+1,

6

k+10w" k+10w”
Calcular u G tov B

7

k k
Calcular un paso con SOR: V2w**! = Re (ukﬂ% + vk“%)

)

8) k=k+1

9) Si k = knaq, hacer
)
)

—_

(10

(11

k_, . k—1 k_ . k—1
Ermr:max{uw | [t ||2}

IENPE

END.

3.1.2 Laplaciano de 9 puntos

Para el caso del laplaciano de los 9 puntos asumiremos que el flujo es, al menos, de
clase C? generando la siguiente identidad

O(wu)  O(ww)
ox + oy

~:(*5,) a5 (")
“ o \"ay) "oy \"ox

_8w3_¢+ o ow O o

_%Gy Gxayw Jy Ox 8y8xw

Por lo que en vez de considerar las ecuaciones acopladas dadas en (3.1), consideremos
el siguiente sistema acoplado

AY = —w
Mo = Ro (), o)

Las razones de este cambio de ecuaciones son puramente numeéricas.

Aplicando el SOR asociado al Laplaciano de los nuevo puntos a la primera ecuacién

14



del sistema de ecuaciones anterior obtenemos el siguiente esquema iterativo

E+1 B k k+1 k k+1
(0 ( i+1,5+1 + ¢i+1,j—1 + ¢i—17j+1 + ¢i—17j—1)

wj 2_0
f
+ g( zk+1,j + ¢f—+11,j + ¢ﬁj+1 + @bfj—lﬁ
sn* k k k K
+ 4_0(wz‘+1,j + Wiy + wi +wio +8wi)

De la misma forma, queremos obtener el esquema iterativo para la segunda ecuacion.
Usando el Laplaciano de los 9 puntos obtenemos la siguiente identidad que previa-

mente hemos mostrado:

Wit1,j4+1 T Wig1,5-1 T Wi—1 41 + Wim15-1
+ A wisrj + wimry + Wi +wij1) — 20w,
h?Re

5 (fixrj + fimrj + fijm + fijo1 +8fij),

donde f = Re (a(g;u) + ‘9(8&;’)). Debemos aproximar a la funcién f. Para ello;

realizaremos aproximacion a las derivadas por diferencias centradas.

_ Wig2,jUi42,5 — Wi jUj,j Wit1,j+1Vi+1,j+1 — Wit j—1Vit1,5-1

Jiig = 2h 2h
f Wi U5 — Wi—2 jUi—2,j i Wi—1,j4+1Vi—1,j+1 — Wi—1,-1Vi—1,5-1
i—1,j — .
J 2h 2h
o Wi, jUig2, — Wi Ui Wit1,j+1Vi+1,j+1 — Wit1,j—1Vit1,5-1
Jirrg = 2h 2h
f WU — Wi—2,jUi—2 5 i Wi—1,j4+1Vi—1,j+1 — Wi—1,j-1Vi—1,5j-1
i—1,j = .
J 2h 2h

Si aproximamos a f; ; con una diferencia centrada, es claro que no depende de w; ;.

Ademsds, fiy1; + fi1; ¥ fij+1 + fij—1 tampoco dependen de w; ;. Asi, el término
fiv1,; + fic1j + fij+1 + fij—1 + 8fi; no depende de w; ;. Con esto, aplicamos SOR

15



y obtenemos lo siguiente

fjl = ;%(wf-i-l,j—i-l + wf-:_ll,j—l + wf—l,jﬂ + wfj_ll,j—l)
+ é(wf—i-l,j + Wi+ wh i)
- R65h2(wf+2,ju§+2,j n wz]'€+1,j+1vz]'€+17j+1 - wf—tll,j—lvzk-&-l,j—l _wzkj_2l,jui'€—2,j
40 2h 2h 2h
n wffl,j+lvz}'€71,j+l - wfjll,j—lqu,jq
2h
n wf+1,j+1uf+1,j+1 - wf—l,j+1uf—1,j+1+
2h
wﬁj+2“§j+2 w?—tll,j—lu§+l,jfl - wfjll,j—luffl,jfl n _wij—lﬂﬁjq
2h 2h 2h
wszrl,ju?Jrl,j - wfjf,jufq,j wﬁj+lvzl€,j+1 - wﬁj—lﬂﬁjq
+8 on i oh )
+ (1= B)uy;.

El algoritmo que obtenmos para este caso es el siguiente:

(1) Entrada : wq, v, %o, Vo Y Kmaz-

(2) Salida: Aproximacion de ¥y w.
(3) mientras k < k.., hacer
(4) Calcular un paso con SOR: V2l = —qk
(5) Calcular con diferencias centradas uf*1 y vF+L,
(6) Calcular f**1
(7) Calcular un paso con SOR: V2wktl = Re fr+!
8) k=k+1
(9) Si k = ks, hacer

(10) Error = max { ijl_w“,jl‘glj‘b, |Iwk||_1;fi’|€|;l||2}

(11) EDN

3.1.3 Resultados y Analisis

En las siguientes tablas se adjuntan los experimentos realizados con base a lo expli-
cado en las dos secciones anteriores. Para nuestro experimento estamos considerando
una malla uniforme de tamano 1025 x 1025 del cuadro unitario. El nimero de itera-
ciones realizado para todos los experimentos es de 5000, esto se realizo para obtener
resultados méas pequeiios que 1072, y 3 es el coeficiente de relajacién del SOR. Los
datos iniciales de la malla se obtienen de [8], la férmula de Jensen y las suposiciones
propias de modelo de tapa deslizante.

16



’ Laplaciano de los 5 puntos u =1 ‘

’ Re ‘ 15} ‘ Error ‘
2500 | 0.8 2.5446 x 1079
7500 | 0.6 2.4984 x 104
12500 | 0.5 2.1828 x 10~°
17500 | 0.2 1.9094 x 107°
20,000 | 0.2 1.8788 x 10~
’ Laplaciano de los 5 puntos v = z — z° ‘
’ Re ‘ 15} ‘ Error ‘
2500 1 1.0005 x 10~4
7500 | 0.6 9.3671 x 10~°
12500 | 0.4 1.0547 x 1074
17500 | 0.2 1.3032 x 10~
20,000 | 0.2 1.1459 x 10~*
’ Laplaciano de los 9 puntos u =1 ‘
’ Re ‘ 16 ‘ Error ‘
1000 | 1.2 1.27 x 10~
2500 | 0.8 3.5612 x 1077
5000 | 0.8 9.44 x 1077
7500 | 0.6 1.2545 x 1076
10000 | 0.5 1.57 x 107
12500 | 0.5 1.8420 x 107°
17500 | 0.3 1.9811 x 107°
20 000 | 0.2 2.0764 x 1076
’ Laplaciano de los 9 puntos u = z — 2° ‘
’ Re ‘ 6] ‘ Error ‘
1000 | 1.2 4.1286 x 10~®
2500 | 1 1.0576 x 1077
5000 | 0.8 2.553 x 1077
7500 | 0.6 3.4590 x 10~
10000 | 0.5 4.4053 x 1077
12500 | 0.4 4.7496 x 10~
17500 | 0.2 5.8351 x 10~7
20000 | 0.2 6.1751 x 1077

Se adjuntan las imagines obtenidas tanto de la vorticidad como del flujo.
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Contornos de la funcién de vérticidad aplicando el Laplaciano de los 5 puntos

Contornos de la funcién de flujo aplicando el Laplaciano de los 5

con condicion Uy = 1

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 2500

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 17500

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 2500

A

—=a,

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 17500

4
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 7500

1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 20000

1

con condicion Uy =1

—

09 -

" -

P

|
*

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 7500

1

A\
.

e

o e -
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 20000
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 12500

1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 12500

1




Contornos de la funcién de flujo aplicando el Laplaciano de los 5 puntos

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 2500

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 17500

1

con condicién Uy = z — 22

1 '
09 09
08 08
07 07 7
06 06 4 \
/
05 05 ( |
04 04 \
03 03
02 02
o1 01
0 13
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Re = 7500 Re = 12500
1
0s
08
o7
0s
s
04
03
02
o1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 20000

Contornos de la funcién de vérticidad aplicando el Laplaciano de los 5 puntos

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 2500

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 17500

1

con condicién Uy = z — x?

1 1
09 09
08 08
34 07
06 06
05 05
04 04
03 03
02 02
o1 01
0 0
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 7500 Re = 12500

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 20000
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Contornos de la funcién de flujo aplicando el Laplaciano de los 9 puntos

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 1000

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 7500

con condicién Uy = 1

02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 2500

1

02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 10000

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 17500

02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 20000

20

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 5000

04 05 06 07 08 09 1

= 12500



Contornos de la funcién de voérticidad aplicando el Laplaciano de los 9 puntos
con condicion Uy = 1

1 1 1
09 09 09
08 08 08
07 o7 07
08 0s 0s
0s 0s 0s
04 04 04
03 03 03
02 02 02
01 01 01
0 0 o
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 1000 Re = 2500 Re = 5000

' e 1 — r— = =
gu—— p—— = = =
09 o~ 09 > 09 ¢
Z P/ |
08 08 08 |
| |
07 | o7 o7
06 ] 06l | 06
| | |
0s | s [ s
04 | 04 04
03 03 03
02 02 02
01 1 01 | 01
= A ~ I ==
0 o o
o 01 02 03 o4 05 06 07 08 03 1 0 01 02 03 o4 05 06 07 08 08 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Re = 7500 Re = 10000 Re = 12500

b Ty - — gl = - =
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 17500 Re = 20000
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Contornos de la funcién de flujo aplicando el Laplaciano de los 9 puntos

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 1000

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 7500

con condicién Uy = z — 22

02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 2500

1

02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 10000

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 17500

02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 20000
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1

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 5000

04 05 06 07 08 09 1

= 12500



Contornos de la funcién de voérticidad aplicando el Laplaciano de los 9 puntos

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 1000

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 7500

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Re = 17500

1

con condicién Uy = z — 22

1 1
09 09
08 08
o7 07
0s 0s
0s 0s
04 04
03 03
02 02
01 01
0 o
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 2500 Re = 5000

1 1
09 09
08 08
07 34
06 06
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01

0 0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 10000 Re = 12500

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Re = 20000
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A continuaciéon mostraremos los perfiles de velocidades. Por la programacién real-

izada para obtener los resultados numéricos el perfil de velocidades de v esta rotado
90°.

Perfiles de velocidad para el Laplaciano de 9 puntos
con Uy =z — 22
Perfil de velocidades de u | Perfil de velocidades de v

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
u x

Re = 1000 Re = 1000
. —
Re = 2500 Re = 2500

Conclusiones Las conclusiones se obtienen de los resultados numéricos, de las
imagenes obtenidas y las comparaciones con los resultados obtenidos en [9].

Podemos ver que cuando el nimero de Reynolds aumenta la vérticidad aumenta
para ambos esquemas con ambas condiciones iniciales iniciales. Ademds, también
podemos observar como al aumentar el nimero de Reynolds el nimero de remolidos
obtenidos (las curvas cerradas vistas en el flujo) aumentan; esto se obtiene tanto
para el Laplaciano de 9 y 5 puntos con ambas condiciones iniciales.

Ademas, del calculo de error, podemos ver que el aplicar SOR con el Laplaciano de
los 9 puntos obtenemos un error mas pequeno que al aplicar SOR con el Laplaciano
de los 5 puntos. No obstante, la precision se paga con el tiempo de computo.

Visualmente, tanto en el flujo como en la vérticidad, no hay gran diferencia entre
el Laplaciano de los 9 puntos con condicién Uy = 1 y el Laplaciano de 9 puntos
con condicién inicial Uy = x — 2. Sin embargo, podemos ver como el error cuando
consideramos la condicién Uy = x — 22 es mucho menor que cuando consideremos la
condicién Uy = 1. Este mismo fenémeno se repite con el Laplaciano de los 5 puntos.

Por tltimo, podemos ver un cambio visual sobre los perfiles tras elever el niimero
de Reynolds.
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